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RESUMO 
Neste trabalho é apresentado a metodologia utilizada no 
desenvolvimento de um sistema computacional com elementos de aresta tetraédricos.
~ Inicialmente sao apresentados os conceitos básicos, os quais pennitem o 
desenvolvimento de uma formulação matemática para simulação de dispositivos 
eletromagnéticos em três dimensões. Em seqüência, os elementos de aresta tetraédricos 
utilizados na discretização do domínio de estudo são apresentados. A seguir, é proposta 
uma técnica para promover a continuidade da corrente de magnetização, condição 
necessária para obtenção de convergência do sistema linear de equações. resultantes. Esta 
técnica é baseada nos potenciais vetores elétrico e magnético com elementos de aresta e 
no potencial escalar elétrico com elementos nodais. 
Posteriormente, as grandezas características do altemador síncrono com 
polos do tipo “garra” e alguns aspectos relativos a implementação dos programas 
computacionais são apresentados. 
Finalmente, a validação dos procedimentos informáticos é feita através 
da comparação com resultados de ensaio relativos ao altemador síncrono com polos do 
tipo “garra”.
ABSTRACT 
The aim of this work is to present the methodology used for the 
development of one computational system based on tetrahedrical edge elements. 
At first, a presentation of the basic concepts that allows the development 
of mathematic fonnulations is made. Aflerwards, tetrahedrical edge elements used to 
divide the domain study is presented. 
Then, a technique to establish the continuity of the magnetizing current, 
necessary condition to achieve the convergence of the linear equations system is 
proposed. This technique is based on magnetic and electric vector potential with edge 
elements and on electric scalar potential with nodal elements. 
Afierwards, the characteristicsof the synchronous generator with poles 
type “claw” and aspects related to the implementation of the computational programs are 
shown. 
Finally, the Validation of the computational system is made by 
comparing simulation with experimental results.
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Na década de 70 o método dos elementos finitos, que já vinha sendo 
utilizado em problemas de engenharia mecânica há muitos anos, começou a ser aplicado 
igualmente a problemas eletromagnéticos, permitindo assim que estruturas 
geometricamente mais complexas pudessem ser analisadas. 
O método dos elementos finitos é uma técnica geral para solução de 
problemas de equações diferenciais com valores de contomo [3]. Este método vem sendo 
empregado no auxílio ao projeto dos mais variados tipos de dispositivos 
eletromagnéticos: máquinas elétricas rotativas de todas as faixas de potências, 
transformadores, reatores, equipamentos de alta tensão, disjuntores, dispositivos 
semicondutores, dentre outros. 
O cálculo dos campos que, inicialmente, era feito em duas dimensões 
passou a ser feito também em três dimensões. Na realidade, a maior parte dos 
dispositivos utilizados em engenharia elétrica é tridimensional. Portanto o' cálculo 
bidimensional é uma aproximação geométrica da situação real (na maior parte dos casos 
ela é uma boa aproximação, em outros, uma aproximação ruim). 
O método dos elementos finitos apresenta bons resultados quando as 
incógnitas estão relacionadas com os nós dos elementos. Contudo, o cálculo do campo 
magnético (magnetostática) em três dimensões apresenta certas dificuldades como [9]: 
perda de precisão devido aos erros de cancelamento em regiões com altas 
penneabilidades (método Ê, -¢ - potencial escalar reduzido ¢ em conjunto com o 
-› 
campo livre de divergência Hs) e erros de cancelamento em regiões ferromagnéticas 
_. _. 
(método T- Q - potencial vetor elétrico T em conjunto com o potencial escalar Q). A 
análise de correntes induzidas e problemas de microondas podem apresentar soluções 
_. ~ espúrias [13]. O potencial vetor A não é muito utilizado em três dimensoes. Isto se deve 
principalmente a presença de três componentes por nó ( A, , Ay eA, ), e as dificuldades
X11 
relacionadas na imposição de um calibre [13]. A unicidade da solução é geralmente 
obtida através do calibre de Coulomb. A utilização do calibre de Coulomb, juntamente 
com o potencial vetor magnético, leva a perdas de precisão [42]. Consequentemente, a 
utilização do potencial vetor magnético com elementos de aresta toma-se uma poderosa 
ferramenta. 
H 
Neste trabalho são utilizados elementos vetoriais, cujos graus de 
liberdade estão associados as arestas em vez dos nós dos elementos (elementos nodais). 
Por esta razão são também chamados de elementos de aresta. Embora este tipo de 
elemento tenha sido descrito por Whitney [27], há aproximadamente quarenta anos, seu 
uso e sua importância em eletromagnetismo foi descoberto na década passada. No início 
dos anos 80 Nedelec discutiu a construção dos elementos de aresta tetraédricos e 
hexaédricos [15]. Bossavit e Verité aplicaram elementos de aresta tetraédricos em 
problemas com correntes de Foucault [28]. Mur e Hoop consideraram o problema dos 
campos eletromagnéticos em regiões não homogêneas [1 7,25]. A aplicação de elementos 
de aresta hexaédricos no cálculo de correntes de Foucault foi considerado por Welij [24] 
e Kameari [23]. Barton e Cendes empregaram elementos de aresta tetraédricos para 
computação de campos magnéticos tridimensionais [26], enquanto Crowley desenvolveu 
elementos com arestas curvas (projeções covariantes) [22].
K 
O objetivo deste trabalho consiste no desenvolvimento de um sistema 
computacional com elementos de aresta tetraédricos utilizando a formulação potencial 
vetor magnético. 
A formulação potencial vetor magnético, com elementos de aresta, é 
muito utilizada em eletromagnetismo devido a sua robustez. Contudo esta fonnulação 
apresenta dois problemas essenciais: (1) a unicidade do sistema e (2) a continuidade da 
corrente, condição fisica que deve ser respeitada para permitir convergência numérica 
[39].
xiii 
Para assegurar a unicidade do potencial vetor com elementos de aresta 
fieqüentemente é utilizado o calibre Â-W = 0. O vetor de campo W pode ser 
determinado por uma árvore formada por uma coleção de arestas na malha de elementos 
finitos. Experiências numéricas têm mostrado que a utilização deste calibre nos leva a 
um sistema algébrico mal condicionado, e um alto número de iterações é requerido para 
chegar a solução. Contudo, a razão de convergência e a precisão dos resultados 
dependem da escolha da árvore [9]. 
A formulação magnetostática apresentada por Ren [39] demonstra que 
um calibre explícito não é necessário quando é utilizado um método iterativo. A 
convergência é possível somente quando a condição de compatibilidade entre ambos os 
lados do sistema é respeitada. Isto somente pode ser conseguido se o lado direito do 
sistema (densidade de con'ente .Í ) for livre de divergência (V-.Í = 0). Esta técnica é 
baseada na introdução do potencial vetor elétrico Í' para representar a densidade de 
corrente .Í . -
~ A principal contribuição deste trabalho reside na variaçao desta técnica 
quando a bobina é alimentada em tensão, isto é, as tensões aplicadas nas bobinas são as 
fontes de excitação. A técnica proposta é baseada nos potenciais vetores elétrico e 
magnético com elementos de aresta e no potencial escalar elétrico com elementos nodais. 
Recentemente (1998), Golovanov e Marèchal proporam um novo 
método baseado também numa variação da técnica apresentada por Ren. Neste método 
_.~ as bobinas não sao discretizadas e o potencial vetor elétrico T é obtido através da lei de 
Biot-Savart [42]. 
A validação dos procedimentos informáticos é feita através da 
comparação com resultados de ensaio num altemador síncrono com polos do tipo 
“gan'a”. Esta máquina justifica e necessita do cálculo tridimensional do campo. Isto se
xiv 
deve principalmente a forma tridimensional de suas “garras”, e a disposição dos 
enrolamentos. Portanto, a utilização desta máquina elétrica evidencia a necessidade de 
programas como os desenvolvidos ao longo deste trabalho, devido a.complexidade de 
sua estrutura e por tratar-se de um dispositivo magnético que não pode ser simulado 
satisfatoriamente através de uma aproximação bidimensional dos fenômenos. 
O alternador síncrono com polos do tipo “garra” é muito utilizado como 
gerador elétrico em automóveis. Este tipo de altemador tem despertado o interesse de 
vários grupos de pesquisa. Abdelaziz utilizou circuitos elétricos equivalentes no estudo 
do alternador síncrono [29]. Barakat fez o estudo e a modelização do altemador 
utilizando as formulações potencial escalar total e reduzido com elementos nodais [30]. 
Henneberg e Kuppers fizeram uma otimização do altemador, com a introdução de imãs 
pennanentes, utilizando uma formulação escalar [31]. Block e Henneberg introduziram 
uma formulação para o cálculo das reatâncias X ,, e X q do alternador [32]. 
Neste trabalho utilizou-se elementos tetraédricos devido a sua 
flexibilidade na discretização de geometrias complexas. 
No primeiro capítulo desta monografia serão abordados os conceitos 
básicos da formulação matemática de problemas estáticos e quase-estáticos pelo método 
de elementos finitos. No segundo capítulo, descreve-se os elementos de aresta 
tetraédricos utilizados neste trabalho, e no terceiro, o problema da continuidade da 
corrente de magnetização é tratado através de dois métodos. 
No capítulo quatro, apresenta-se o altemador síncrono com polos do tipo 
“garra”, e no capítulo cinco descreve-se alguns aspectos relativos a implementação dos 
programas computacionais. Finalmente, no capítulo seis são apresentados os resultados 




Neste capítulo são abordados os conceitos básicos para ` a formulação 
matemática de problemas estáticos e quase-estáticos, pelo método de elementos finitos 
utilizando os elementos de aresta. 
Inicialmente, são revisadas as equações fundamentais do 
eletromagnetismo. Em seguida, estuda-se as formulações matemática para os casos: 
estático, imãs pemianentes, correntes induzidas e problemas não lineares. 
1.2 EQUAÇÕES FuNDAMENTA|s 
As equações fundamentais do eletromagnetismo são as equações de 
Maxwell [1], que estão representadas abaixo: 





onde V = Â Í + , e as outras grandezas são: âx ây âz 




- vetor campo elétrico ( V/ m ); 
- vetor indução magnética ( T ); 
- vetor campo magnético (A / m); 
- vetor densidade superficial de corrente (A / mz); 
p - densidade volumétrica de carga (C / m3); 
t - tempo (s). 
A estas expressões são acrescidas relações adicionais, denominadas relaçoes 
constitutivas, as quais dependem dos meios onde existe os campos: 
_. _. 
D-Il 8 IIE (15) 
B_||¡z HH (l.6) 
z7=II« HÊ (11 
onde: â - tensor permissividade elétrica do meio (F / m); 
H p - tensor permeabilidade magnética do meio (H / m); 
|| 
o' - tensor condutividade elétrica do meio (S/ m). 
Nos casos em que os meios são isotrópicos, os tensores â 
U 
o- se reduzem aos escalares za, ,u e 0. 
densidade de corrente de deslocamento â%t é muito menor que a densidade de 
corrente de conduçao J [5]. Em vista disso, pode-se simplificar a equação (1.2) 
Na faixa de freqüência com a qual se trabalha em eletrotécnica, a 
_. «- 
-. _. V×H-J (l.8)
/1
3 
Aplicando o operador divergente a ambos os lados da equação ( 1.8), 
obtém-se a condição de continuidade da corrente. 
v-J z o (19) 
1.3 CONDIÇÃO DE FRONTEIRA ENTRE DOIS MEIOS 
Nas fi'onteiras entre dois meios com características constitutivas 
diferentes, admitindo-se como hipótese que não existam cargas elétricas ou correntes 
superficiais nos limites entre os meios 1 e 2, verificam-se as seguintes condições de 
contomo [1,2] 




onde índices 1 e 2 representam os meios adjacentes e ñ é o vetor nonnal à interface 
entre os dois meios. 
As equações (1.10) e (1.12) estabelecem que a componente nonnal das 
induções magnética e elétrica são contínuas na interface entre dois meios diferentes. As 
equações (1.1 1) e (1 . 13) estabelecem que a componente tangencial dos campos elétrico e 
magnético são contínuas na interface entre os dois meios. 
1.4 POTENCIAL VETOR 
Neste trabalho é utilizado o potencial vetor magnético A [1], tal que:
4 
_. _. B _ V × A (1 . 14) 
cuja validade é verificada substituindo (1 .14) em (1.3). ' 
1.5 cAso EsTÁT|co 
O problema a ser resolvido e' representado esquematicamente pela Fig. 
(1 .1). O domínio de estudo Q, com sua fi'onteira F , é dividido em três regiões: 
Q, - região com corrente imposta; 
Q, - região ferromagnética e; 
'~ Q, - regiao ar. 
l` 
03 
Fig. 1.1 Representação de um problema tridimensional hipotético. 
Agora, substituindo (l.l4) em (1.8), e considerando a relação 
constitutiva (1.6), obtém-se: 
' v×%v×@=J mim
5 
onde v é a relutividade magnética tal que v= A expressão (l.l5) representa a 
equação de Poisson relativa ao potencial vetor magnético. 
1.5.1 Formulação fraca 
Devido à existência de descontinuidades nas interfaces entre os meios 
com propriedades constitutivas diferentes, não se pode utilizar o tratamento clássico de 
equações diferenciais, que exige que a solução satisfaça a equação em todos os pontos do 
domínio. Para superar esta dificuldade, reformula-se o problema de forma a admitir 
soluções fracas na solução e em suas derivadas [3]. A formulação fi'aca para o problema 
pode ser enunciada como segue: determina-se uma função Ã tal que a equação 
diferencial (l.l5), com apropriadas condições de contomo seja satisfeita em um sentido 
de "médias ponderadas". 
A fonnulação fraca é obtida da definição de um residual F, tal que 
[3,21]z 
f=v×vV×Ã-Í (1.16) 
em cada domínio regular de Q. 
Multiplica-se agora f por uma função vetorial suficientemente regular, 
chamada função de teste ü , integra-se sob cada domínio no qual F -17 é regular e faz-se a 
média ponderada igual a zero. 
lv-(v×vv×Ã)z1o-lv-.ídozo (1.17) 
Q Q 




1.5.2 Condições de contorno na fronteira do domínio 
O segundo tenno da equação (l.18) é relacionado à condição de 
fronteira. A fionteira do domínio de estudo 1¬ é dividida em duas partes: 
1-Fronteira F, - na qual a densidade de fluxo é paralela a fionteira. Considere a parcela 
de fronteira representada na Fig. (1.2). 
/ XZ 
Y~ 
Fig. 1.2 Parcela da fionteira com sistema local de coordenadas. 
Seja ñ 0 vetor unitário normal a fionteira e Í1 e íz -'dois vetores 
unitários tangenciais à fronteira, definidos de maneira que: - 
Í1×Í2=í'Í (1.19) 
Estes vetores definem um sistema de coordenadas ortogonal local O vetor Ã 
pode ser referido a este sistema gerando: 
Ã = (An ,Ab ,A,,) (120)
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Tome-se agora o vetor É neste sistema de coordenadas: 
_ __ 5,1" â,4,2)_ (afim â/1"), (â,z1,2_âA,l)_ B_v×A_(ât2- ân z,+ 7" --at z,+ 71 -fz n (121)l 
Se especificarmos, por exemplo, A,1 = 0 e A,2 = 0 em F1, então: 
` 
âA,'_ 
_ _ -â:=O 1,j=l,2 em I`¡ (122) 
Portanto: 
V É-ñzo (123) 
ou seja, a indução magnética É é tangencial à fronteira onde se especificam as 
componentes tangenciais do potencial vetor A. Portanto, o segundo termo da equação 
(1 . 18) toma-se: 
_|.i×vV×Ã-ñdl`=J.\7×vÊ-ñdl¬=O (1.24) 
l` I` 
2-Fronteira I¬,(l` - Fl) - na qual a densidade de fluxo B e' perpendicular à fronteira. 
Para satisfazer o segundo termo da equação (1 .1 8) tem-se: 
ƒv×vV×Ã-fidrzƒv-vV×Ã×fiz1r=ƒv-H×fidr=o (125) 
_ 
I` F I` 
Como a função vetorial 1? não é nula, tem-se: 
I:I×ñ=Ê,×ñ+Í-Ín×ñ=O (126) 
onde os índices n e t indicam as direções normal e tangencial respectivamente. A 





1.5.3 Método de Galerkin 
Na seção anterior foi obtida a fonnulação fi'aca para o problema , ou seja 
a equação (1.27) para qualquer 17 em Ho. Ho é definido como uma classe de funções de 
teste vetoriais e contém somente as funções que se anulam na fi'onteira do domínio e cuja 
derivada tenha seu quadrado integrável [3,4,6]. Já a classe de funções admissíveis a qual 
pertence a solução Ã, é composta por funções cuja primeira derivada tenha seu 
-› 
quadrado integrável. A solução A e a função de teste v são linearmente independentes e 
pertencem a um conjunto de dimensão infinita. Desta fonna a procura da solução de 
(1.27) toma-se extremamente dificil.
_ 
O método de Galerkin consiste em procurar uma solução aproximada 
para (1.27) em uma classe de dimensão finita. Desta maneira, utiliza-se um número finito 
de n termos lineannente independentes, obtendo a aproximação Ã" de Â. 
:M= sz Ã" z ví/,. (128) 
onde é a função de forma vetorial associada a aresta i ,W A,. são as constantes 
desconhecidas e n é a dimensão do espaço. A função vetorial 17 também pertence a um 
subconjunto de Ho com dimensão n. 
1.5.4 Método dos elementos finitos 
O método de Galerkin fomece uma atraente estratégia para obtenção das 
soluções aproximadas do problema de contomo, mas não oferece uma maneira 
sistemática para construção das fimções de forma Esta situação torna-se crítica 
quando o domínio é bi ou tridimensional, com as funçoes PK tendo que satisfazer as 
condições de contorno em regiões com geometria complexa. Estas dificuldades podem 
ser resolvidas usando o método dos elementos finitos.
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Na aplicação deste método, primeiramente o domínio é particionado ou 
discretizado em elementos ñnitos. Sobre cada elemento são identificados certos pontos 
chamados nós ou pontos nodais. O conjunto de elementos, nós e arestas que formam o 
domínio aproximado do problema é chamado malha de elementos finitos (Fig. (1.3)). 




Fig. 1.3 Malha de elementos finítos (ZD). 
A aproximação de (l .27) por elementos finitos é 
[(vv×Ãn)-(v×v)âQ-ja-Jdozo (1.29) 
Q Q 
onde a solução aproximada An é dada por: 
nedg @=Z4m (mm 
i=l 
onde nedg é o número de arestas do elemento e Ai é a circulação de Â sobre a aresta í _ 









retirando o somatório para fora da integral a equação (1.32) transfonna-se em: 
:Má Uvv×v2A,.-(v×ví/,)dQ)=[WJ.-.ido (133) 
Q Q 
o que representando em forma matricial, toma-se: 
nedg ‹ 
XKU. A, = j = Lnedg (].34) 
1=l 
Aqui Kij é a matriz de contribuição local, e Ii; o vetor fonte, sendo ambos especificados 
abaixo: 
Kg. = I(vV × × W].)dQ z`,j=1,nedg (135)
Q 
F, zizvz. -ido ¡z1,nzâg (136) 
1.5.5 Imas permanentes 
Suponha que na região Q, do domínio de estudo Q da Fig. (1.1)tem-se 
um imã pemianente definido pela sua relutividade v e sua indução Ê,. 
A equação para o imã é: 





V×(1/(B-B,))=O ou V×vB-V×vB,=0 (139) 






ou (1 .40) 
ÊÍ£(vv×v2A,)-(v×vz)dQ=_g[(v×vZ)-zzÊ,dQ 
o que representando na forma matricial, toma-se: 
nedg - 
z1<,.,.A,. = G, ¡=1,nzz1g (1.41) 
i=l 
onde K ij é a matriz de contribuição local (equação (135)), e G jé o vetor fonte relativo 
aos imãs. O vetor G J. é apresentado abaixo: 
GJ. - _HV × vB,a'§2 j _ 1,nedg (l.42) 
1.6 CORRENTES INDUZIDAS - BAIXAS FREQÚÊNCIAS 
Seja o problema a ser resolvido representado esquematicamente pela 
Fig. (1.4), onde a corrente é variável no tempo, e onde existem meios condutores. Tem- 
se a subregião Q3, não susceptível a passagem de corrente (a = 0), e uma subregião 
Q2, onde a condutividade é diferente de zero (0 ¢ 0), permitindo assim a criação de
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correntes induzidas. Considera-se que a subregião Q, e' constituída de condutores 
bastante finos de maneira a que se possa supor que a corrente elétrica seja 




Fig. 1.4 Representação de um problema com correntes induzidas. 
A densidade de corrente no dominio de estudo Q é dado por: 
Í = + Íe (1.43) 
onde: .Íe - densidade de corrente extema imposta na subregião Ql; 
Íi - densidade de corrente induzida na subregião Q2; 
Q z Q, Un, Un, 
Observa-se que Í, = o-Ê, onde Ê é o campo elétrico induzido e 
VÊ_iÊ. VÊ_~ 144 ×_âr_›_×" âz (`) 
ou então 
_. _. 
_. VÊ-v(í'ÍV) E-ÕJAV 145 ×_×-ât+z// -››--ât+W(.)
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_. _ _ ~ ~ assumindo que E depende somente da variaçao temporal de A e nao depende do 
potencial escalar qz [l], tem-se então: 
‹âÃ E=-_- w u4®
6 
~ õÃ J.=- - 1.47 
, «at ‹ › 
Portanto tem-se 
v×H=¿-aíí 04m âr 
OU 
V×(vV×Ã)+o'-ââ~?=.Íe (l.49) 
onde 5%, pode ser tratado com a formulação em complexo para regime senoidal, linear 
e regime pennanente. Contudo, neste trabalho, para poder-se tratar com problemas não 
lineares associado com alguma forma de excitação usa-se a derivada temporal de Ã 
como: 
Êš=fla_fi_ msm âr At 
_. _, _. 
onde At é o passo de tempo e AM - Ah representa a variação de A durante a passagem 
do passo k para o passo k +1 . 
A equação (l.49) pode ser escrita como:
14 
, À,,, À, _ V×(VV×Ak+¡)+Gí-UE-Je=0 
Como o primeiro e o quarto tenno da equação (1.5l) já foram desenvolvidos 
anterionnente, passa-se agora ao desenvolvimento do segundo e terceiro termo desta 
equação. 
Aplicando a fonnulação fraca e o método de Galerkin na equação (1 .51), 
tem-se para o segundo termo desta equação 
_. 
Ak+l " j«_vr¿.dQ (152) 
Q Az 




-Má U1: EQ 
0 que, representando-se em fomla matricial torna-se: 
nzdz 
ZZÀ/IU./1,. j= Lnedg (l.54) 
i=l 
onde Mil. e' a matriz referente ao segundo tenno da equação (1.51). 
O terceiro termo é equivalente ao segundo termo, onde ao invés do 
-› _» 
potencial AM, tem-se o potencial A, relativo ao passo de tempo anterior, portanto 
conhecido na iteração k + 1. Esta matriz será multiplicada pelo vetor Ã, , resultando em 
um vetor, o qual será adicionado ao outro termo fonte (quarto tenno da equação (1 .51)). 
1.7 OS PROBLEMAS NÃO LINEARES 
Se, em geral, pode-se considerar que a permissividade â e a 
condutividade a são constantes , o mesmo não acontece com a permeabilidade ,u ou a 
relutividade v dos materiais ferromagnéticos [1]. Estas são caracterizadas por uma
15 
_._. _.. ... 
curva B(H) e portanto para cada valor de H (ou B) temos um valor diferente de p (ou
v 
Ao construirmos a matriz K Í J. do sistema tem-se a necessidade de 
utilizar um valor de v para cada elemento i . Porém, como conhecer o valor de v se este 
depende do potencial e o potencial é a solução do sistema de equações construído com os 
valores de v? Na verdade tem-se um sistema não linear de incógnitas que é imbricado e 
para solucionar este sistema deve-se estabelecer um processo iterativo [1]. 
1.7.1 Método de Newton-Raphson
~ O método de Newton Raphson é um método iterativo para soluçao de 
sistemas de equações não lineares [l,5].
~ Seja o sistema de equaçoes: 
Sx = b (1.55) 
onde S e b dependem do valor de x. Define-se o resíduo: 
r = S x + b (156) 
Supõe-se conhecida uma estimativa para x, xi. Com este valor, pode-se calcular 
Si = S(xi) e bi = b(x*). Com isto, o resíduo ri = r(xi) é dado por: 
z-f zsfzf-zw' (157) 
Deseja-se calcular uma aproximação x*“" da solução, tal que: 
rm =r(x“l)=r(xi +Ax)~O (158) 
O algoritmo do método de Newton-Raphson é obtido desenvolvendo este resíduo em 
série de Taylor em tomo do ponto xi [l,5 ]:
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Ax = -r' (l.60) õx 
Define-se a matriz jacobiana: 
V 
J=[-Ê*-l =s"+[ÊJ X*-[iq (1.ó1) õx õx ôx 
Com isto, o sistema (1 .60) toma-se: 
J AX = -r(x") (1.ó2) 
Resolvendo este sistema de equações (usando, por exemplo, o método de gradientes 
conjugados com pré-condicionamento), determina-se Ax. O valor de xi” pode, então, 
ser calculado: 
xi" =x¡+Ax (l.63) 
Durante o processo de convergência, este vetor é usado para calcular os novos valores de 
J e r (equação (1.62)) e novos valores de Ax. O processo continua, até que a 
convergência seja alcançada. 
1.7.2 Aplicação do método de Newton-Raphson 
No problema magnetostático (seção 1.5), os dois sistemas de equações a
~ serem resolvidos podem ser representados pela seguinte expressao: 
K A = F + G (1.64) 
onde o termo geral da matriz K e' dado por (equação 1.35):
17 
= [(vv × v2).(v × ví/J.)dQ z,¡=1,nedg (1651
Q 
e o termo geral dos dois vetores fontes são (equações (1.36) e (1 .42)):
6 




GJ. = ƒ(v × vÊ,do J =1,nzâg (1.ó7)
Q 








Ji, =1<,.,.+z;E¡A,,, (168) 
m: J 
único termo de Kim que depende do potencial é a relutividade magnética 
ÊÔ%;-=£(v×v2).(v×vr“/m)(,%Jâ§z (169) 
âv ôv ÔB2 _-= 
2 






Substituindo (l .72) em (1 .70) e o resultado em (1.69) e (1 .68), obtém-se: 
nedg _ __ âv nedg _. 4 
Ji, = 1<,.J. +ƒZ(v× W,.)-(v× W,,, Am)-É-2(]z;(vV›<vV, A )-(v× vr/j))do (173)1 
. Q m=l â = 
OU 
â V nedg nedg 
Jg. = K9. +ƒ2-_7ÍZ1<,.,, Am) -(Z K1., A,)âQ 1,; = 1,n@dg(1.74) 
Q l Il m= = 
_. -› â _ . _ onde o termo iv é obtido diretamente da curva B(H) do material. âB2 
Quando é utilizada a formulação de correntes induzidas em baixas 
fieqüências o sistema a ser solucionado é o seguinte: 
(K+ 1\×r)A,,+1 = F (1.75) 
onde k + 1 e' o passo de tempo atual, e o termo geral da matriz M é dado por (equação 
1.53); 
O vetor F é: 
0' _' _. 
. z 
A/LJ. = ~W,.dQ 1,] =1,nedg (l.76) 
O' _. _. _.. _. 
Fjzáävr/,-vz/jA,,dQ+£vr/J.-Jean (1.77) 
onde k é 0 passo de tempo anterior (conhecido na iteração k+ 1 ). Como as duas 
integrais da equação (l.77) são independentes de AM, não são consideradas no 
jacobiano. Portanto o termo geral da matriz jacobiana, toma-se: 
onde 





A equação (1.79) já foi desenvolvida anteriormente. Portanto a matriz jacobiana dada na 
equação (178), transfonna-se em:
V 
âv "edg "dg 
Jú. = + +]2ã;(zz1<,,,,A,,,)-(z1<,,A,)z1§z 1,; = 1,nedg(1.80) 
Q m=1 1=1 
1.a coNcLusÃo 
Neste capítulo partiu-se dos conceitos básicos para em seguida 
introduzir os métodos de Galerkin e elementos finitos. Mostrou-se como pode ser obtida 
a forma fraca e como esta pode ser resolvida através do método dos elementos finitos. As 
fonnulações para problemas estáticos e quase-estáticos, através do método dos elementos
~ 
finitos, foram apresentadas. Descreveu-se também a fonnulaçao de Newton-Raphson 
para problemas não lineares.
_ 
No próximo capítulo serão apresentados os elementos de aresta 
tetraédricos utilizados na discretização do domínio de estudo.
cneíruno 2 
ELEMENTOS DE ARESTA 
2.1 |NTRoDuÇÃo 
Para solução de problemas magnetostáticos tridimensionais, existem 
diferentes formulações empregando o método dos elementos finitos [6,9,13], cada uma 
utilizando uma determinada variável dependente (potencial vetor, potencial escalar). A 
maioria destas formulações utiliza elementos finitos tradicionais, que são os elementos 
nodais, e apresenta limitações quanto a, por exemplo: número de incógnitas, caso do 
método do potencial vetor magnético; perda de precisão no ferro, caso do método do 
potencial escalar reduzido, etc. A utilização de elementos nodais em aplicações de altas 
fieqüências têm gerado soluções que não correspondem à realidade fisica (modos 
espúrios) [l9]. 
Uma alternativa que vem sendo adotada com muito sucesso quando se 
trabalha com variáveis vetoriais no método de elementos finitos é o uso de elementos de 
aresta. Os elementos de aresta se baseiam em funções de forma vetoriais, têm uma 
incógnita por aresta (menos requisitos de memória que os elementos nodais), e são livres 
dos modos espúrios [6,7,8,l0,1l,12,18]. 
A aproximação do potencial vetor magnético no interior de um elemento 
de aresta tetraédrico, se dá através da seguinte expressão: 
Z[V]=~ $- š Ãz ” (2.1) 
onde A, é a circulação do potencial vetor sobre a aresta i , e é um vetor que possui 
sua projeção constante sobre a aresta í [36].
21 
2.2 CONTINUIDADE DO POTENCIAL VETOR 
Suponha que dois tetraedros tenham uma aresta em comum, sendo í o 
número da aresta no tetraedro K , e j no tetraedro L. O tenno Af do potencial vetor 
em K (tangente a aresta i) pode ser feita igual ao termo A; em L (tangente a aresta 
j ), simplesmente impondo [7]: ~ 
AfV2=iAfW, (2.2)
. ~ onde o sinal i é devido a direção da funçao vetorial H/¡, que pode ser oposta a direção 
da função Aplicando a equação (2.2) através de toda a malha de tetraedros tem-se 
uma incógnita por aresta, e o potencial toma-se tangencialmente contínuo através de 
todas as arestas. De fato, também o potencial é continuo através de todas as faces [9]: 
2.3 cooRDENADAs Ho|v|oGÊNEAs
~ As coordenadas homogêneas tridimensionais sao definidas apartir da 
subdivisão de um tetraedro em quatro tetraedros menores (Fig. 2.1). Considere que P 
seja um ponto no interior de um tetraedro que tem como coordenadas cartesianas 
(x, y, z). Suponha que os volumes V, , V2 , V3 e Í/4 dos tetraedros menores, é formado por 
três dos quatro vértices originais (x,.,y,.,z,.) do tetraedro maior e o ponto P. Então as 
coordenadas homogêneas L, , L, , L3 'e L4 de P são definidas por: 
V V L1=§ Lz=% Lz=;3 L4=;4 (22) 
onde V é o volume total do tetraedro dado por: 
xi Yi 





Fig. 2.1 T etraedro dividido em quatro tetraedros menores. ' 
As quatro coordenadas satisfazem a seguinte equação: 
IM» p .z1 (23 
Nota-se que: 
1 x y z 
1 1 -X2 yz Z2 V = _ 2. 




1-xi Yi Zi 
V-ll X y Z (zm 261x3y3Z3 l 
1x4 ,V4 Z4 
com expressões similares para IQ e V4. Contudo, é visto ser possível escrever a relação
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a, +b,.x+c,.y+d,.z . 
L, = ÕV :_ 1,4 (2.8) 
onde 
' b d z 
LI :~
C 
a,= 3 y3 23 (2.l0a) 
x4 .V4 24 
1 .V2 Zz 
b¡=l y3 23 (2.10b) 
15/4 Z4 
xz 1 22 
cl = x3 1 23 (2.1OC) 
\x4 1 . 24 
xz yz 1 
d¡ = x3 _)/3 1 p (2.10d) 
-x4 J/4 1 
Os outros termos, para i= 2, 3,4 são obtidos através de permutações cíclicas dos índices 
nas expressões (2.10a,b,c,d). Portanto, LI, Lz, L, e L4 são definidos explicitamente em 
termos das coordenadas dos vértices do tetraedro. 
2.4 FUNÇÕES DE FORMA VETORIAIS 
Considerando-se a seguinte função vetorial [6,l5,16,l8,21] 
Jí/,., = Li VL, _ 1,,vL,. (2_11) 
onde Li e Lj são as coordenadas homogêneas. O divergente e o rotacional desta fiànção
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vetorial são respectivamente: 
a- V~N,.¡ 
V-z\7',,.=V-L,VL,.-V-L,.VL,. (2.12) 
_. -› _. 
aplicando a formula V - (u Z ) = Vu- Z + u(V - Z ) na equação (212), obtém-se: 
V-.Ji/U. = VL, -VL, + L,.(v-vL,.)- VLJ. -VL, - L,(v-vL,.) = o (2.13) 
b- V × JV” 
v×1V,., =v×L,.VLJ.-v×LjvL,. (2.14) 
utilizando V × (uZ) = (Vu) × Z +u(V × Z) em (2.14) 
v×z\7,.j =vL,. ×vLj+L,.(v×VLJ)-VL]×vL,-Lj(v×v¿)(2.15) 
como - VL). × VL,. = VLÍ × VLJ., tem-se: 
V×N,.J. =VL,. ×_vL,+VL,. ×VL, =2VL,.×VLj (2.16) 
Considere como exemplo a aresta ( 1,2) (Fig. 2.2), onde ë, é um vetor 
unitário apontando do nó 1 para o nó 2. Sendo L, uma função linear que varia de um 
para o nó 1 até zero para o nó 2, e L, uma função linear que varia de um para o nó 2 até 





ë¡ -VL2 =l- (218)
1 
onde ll é a distância entre os nós 1 e 2, e 
` 
á ñ â L, + L2 1 e,-Nu =z,(L,vL2-L2vL,)=~¡-~=¡- (2.19)
l 1
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onde L, + L, = 1 em qualquer ponto da aresta. Por exemplo, no centro da aresta tem-se 
_. 
1/2 + 1/ 2 = 1. Portanto, N ,2 tem uma componente tangencial constante ao longo da aresta 
(1,2). As funções L, e L, são nulas nas arestas ((2,3),(2,4)e(3,4)) e ((1,3),(1,4)e(3,4)) 
respectivamente. A função vetorial IV” não tem componente tangencial ao longo destas 
cinco arestas. As fiinções L, e L, também desaparecem nas faces do elemento definidas 
por (2,3,4) e (1,3,4) respectivamente. A fimção JV” não tem componente tangencial 
nestas faces, sua componente tangencial somente aparece nas faces do elemento que 
contém a aresta (1,2), que são as faces (1,2,3) e (1,2,4). Definindo o segmento de aresta 
(1,2) como aresta l, tem-se: 
` 
V2 = 1V,,1, = (L,vL2 - L2vL,)1, (220) 
onde I, é incluído para nomializar W, [9]. Similarmente, as funções vetoriais para as 
outras cinco arestas são obtidas por (Fig. (2.2)): 
_. _. 
W, _ Nm, 1,. _ (L,vL,.2 - L,.2vL,.,)1,. (221) 
onde os números das arestas associadas aos nós i, e í, são definidos na Tabela (2.l). 
Portanto, obtém-se um conjunto de funções vetoriais , deforma que: 
P = 1 para arestai 
r-J*-« 
š
š P = O para as outras arestas 
-›~ Conclui-se entao, que as funções vetoriais W, possuem todas 




-› _.. AIWI A2 W2 
-ABW3 
2 . ................................................. ..› .......................................................................... ._ 3 
A4W`4 
__. ASWS à W 6 õ
A 
Fig. 2.2 Elemento de aresta tetraéeírico. 
Arestai Nó(í, ou jl) Nó(í2 ou jz) 
1 1 2 
2 1 3 
3 1 4 
4 2 3 
5 2 4 
6 3 4 
Tabela 2.1 - Arestas associadas ao nós.
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2.5 SISTEMA MATRICIAL 
2.5.1 Termo Kij 
Kg = _Í(vV × × I/Í7¡.)dQ i,j = 1,nedg (222)
Q 
O rotacional da fimção de fonna vetorial é dado por (equação 2.16): 
v × Wi _ 21,vL,.l × vL,.2 (223) 
a.+b.x+c.y+d-z L_=~onde , 6V ,e 
V × W, = d,2 _ 4,1% )í + (¢zf,lb,2 _ 1›,ld,2 )] + (zm _ ¢,.1b,.2 (224) 
onde bi , ci e di foram definidos na seção (2.3). Substituindo (2.24) em (222), obtém- 
se. 
Kij = [(¢,.ld,.2 
_d,¡¢¡2)*(cjldj2 -dj|¢h)+(â,lb,2 _b,.lâ,.2)*] U : 1,6 (225) 
;z(6 V) (dh bh _ bjldjz ) + (1›,`¢,.2 _ ¢,.lb,.2 )=~(z›J.l ch _ cj! bh) 
onde os nós referentes aos índices 1;, 11,, j, e j, foram apresentados na Tabela 2.1. 
2.5.2 Termo F, 
FJ. = - .ÍdQ j =1,nedg (2.26)
Q 
01.1 
E = J-(Y/1.1.1 I Lj! do _ VL) I LA do] (227)Q Q
Aplicando a fonnula de integração dada abaixo 
£(L1)" (Lz)'(L3)'”(L )"dQ= (228) 4 k + l + m + n + 3 _/ 
na equação (227), tem-se:
` 
, FJ. z ;¿4(J,,(b,.2 - bi! ) + Jy(c,.2 - ¢,.|)+ Jz(d,.2 - zzzl j = 1,6 (229) 
onde Jx, J y e Jz são as componentes da densidade de corrente .Í . 
2.5.3 Termo GJ. 
GJ. = _§[(V × I/_I7].)-'Z-Ê-fdšl j =1,nedg (230) 
-› 
onde o termo (V × foi apresentado na equação (2.24). Portanto, 
onde Bx, By e BZ são as componentes da indução magnética remanente Ê,. 
2.5.4 Termo MU 
6 _. _. 
. . 1% = -W,.dQ 1,] =1,nedg - (232) 
ou V
1 
M.. Lim. . -L.L.m. . -L.L.m.. +L.L.m. ,)do (233) 'J 
Q 
'x '2 'zh '1 .lz 'zli 'z Ji 'ih 'z Jz 1111 
onde mu = bibj + cicj + didi.. Utilizando a equação (2.28) em (233), obtém-se:
6 112 
A411: ~(%2 _m12 +m11) 
61112 
Mlz = í(2mzz -mz1-mw +141) 72OAtV 
61,13 
M13 : í`_(2m24 _ m21 _ m14 +m11) 
_ 72oz:1zV 
611 
Mz4 = -7-2f:;(mzz -mzz - 2m1z +mzz 
611 
A415 : ~(%2_%4 _m12 +2m14 
61116 
A416 = ~(%4 _m23 _ m14 +m13) 
612 
M22 : ~(%3 _ m13 + mu) 
61213 M23 = _í°(2m24 _ m13 _ mm +m11) 720AtV 
M =-C)-l2íl**(m -m -m¡3+m¡2) 24 72oAzV ” 23 
611 
M25 = ~(m23 _ m34 _ m12 +m14) 
611 
Mzõ = ~(m24 _ms3 _ 2m14 +m34 
612 
Mas = ~(m44 _ mu + mn) 
61314 M34 = ` í(m34 _m24 _m13 +m12) 720AtV 
61 1 

















Msó = ~(m44 " mm `  mm + Zmiá) (2-48) 
612 
A/[44 : ~(%3_%3+%2) (2-49) 
l I' 
Mzzs = ~(%3 " 2"b4 ' m22 + m24) (2-50) 
l l 
M4õ = ~(W4 '_ mas _ 2m24 + mm) (2-51) 
612 
MSS = ¿~6¡ñ(mzz - mz. + mt.) (252) 
l l 
Msó = ~(%4 " 2m23 ' m44 +m34) (2-53) 
12 MM = 5¿¡“¿¿*,-V(m44 - ma +mzz) (254) 
2.6 coNcLusÃo 
Neste capítulo apresentou-se os elementos de aresta tetraédricos usados 
na discretização do domínio de estudo com a fonnulação potencial vetor. Através da 
utilização destes elementos evitam-se certas dificuldades como perdas de precisão 
devido aos erros de cancelamento em regiões ferromagnéticas, modos espúrios, dentre 
outras. Mostrou-se também as funções de forma vetoriais e o sistema matricial 
implementados no sistema computacional desenvolvido. 
No próximo capítulo, dois métodos utilizados neste trabalho para 
promover a continuidade da corrente de magnetização serão apresentados. Será 
detalhado em especial o método proposto neste trabalho, o qual é baseado no 
acoplamento entre elementos nodais e de aresta.
cnâíwao 3 
coNr|Nu|oAoE DA DENs|DAoE DE coRRENrE 
3.1 |NTRoDuÇÃo 
A característica de convergência da formulação potencial vetor 
magnético é muito influenciada pela discretização do termo fonte (densidade de corrente 
J). Para obter-se convergência do sistema através do método iterativo (ICCG - 
Incomplet Cholesky Conjugated Gradients), o termo fonte têm que ser livre de 
_, - 
divergência (V -J _ 0) [34,37,38]. 
A principal contribuição deste trabalho reside na introdução de um 
método para alimentação em tensão [44], isto é, as tensões aplicadas nas bobinas são as 
fontes de excitação. Sua aplicação conduz a uma distribuição consistente do vetor 
densidade de corrente na bobina (V-.Í = 0), condição necessária para obter-se 
A ' r ' convergencia numerica. 
A condição de calibre é desnecessária neste método, somente se a 
condição de continuidade da corrente for satisfeita. Isto pode ser conseguido através da 
introdução do potencial vetor elétrico Í' para representar a densidade de corrente .Í . O 
potencial Í' não é único mas, se a condição de continuidade for satisfeita, o sistema 
converge e assegura .Í = V × Í". 
Além da método proposto neste trabalho foi também implementado, em 
elementos tetraédricos, o método originalmente desenvolvido por Fujiwara et all 
[34,37,38] para elementos hexaédricos. A continuidade da corrente de magnetização é 
obtida neste método através de uma distribuição consistente do vetor densidade de 
corrente no “canto” da bobina (Fig. 3.1 ). Esta distribuição é conseguida através de duas 
equações que serão apresentadas posteriormente.
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Distribuição do vetor Í 
no canto da bobina FT 
-L; 
Fig. 3.1 Distribuição do vetor densidade de corrente no “canto” da bobina. 
3.2 o MÉToDo PRoPosTo (|v|AGNETosTÁT|cA) 
Considerando-se que não existam correntes de Foucault no domínio de 
estudo Q (Fig. 3.2), o potencial vetor magnético deve satisfazer a seguinte equação: 
nedg 
_. __ __ _ 
vv×W,.A,. -(v×W,)dQ) =[W,. -.Ido ¡=1,nedg (3.1) 
1= Q Q 
onde o domínio de estudo Q, com sua fi'onteira F , é dividido em três regiões: a região 
QI com corrente imposta; a região ferromagnética Q, e uma região ar (Q3 ). 
I` 
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Como comentado anteriormente, o método iterativo (ICCG) fica inapto 
para resolver o sistema matricial se não é satisfeita seguinte condição de continuidade 
(equação 1.9) [34,37,38]: 
v-.1-o (32) 3 
Para assegurar V - .Í = 0, utiliza-se o potencial vetor elétrico Í' como [39,40]: 
3 v×í¬=.7 (33) 
e o lado direito da equação (3. 1) transforma-se em: 
_. -› _» -› _. _. 
ƒW,..JdQ_ƒvVJ.-v× Tdo_ƒv×WJ. -Tao ¡_1,n@âg (34) 
Q Q Q 
Portanto a equação magnetostática a ser resolvida no domínio de estudo Q , toma-se: 
:Mš (I vV× Ai -(V × I/Í;;.)dQ} = IV × -ÍdQ j= Lnedg (35) = Q Q 
o que representando em forma matricial, tem-se: 
nedz 2 Ai = U, j =1,nedg (36) 
i=l 
onde a matriz Kij foi apresentada nas equações (l.35 e 2.25), e o vetor U1. relativo ao 
termo fonte é dado por: 
.. _. 
U, _ [V × VV, -Tao J' _ 1,zzedg (3.7)
Q 
OU 
Uj = (cfidjz _jfzbc¡z)) 
+ 7;(df.b¡z "bf1dfz)+ 






bfc _ Ji Jz
34 
onde Tx, Ty e TZ são as componentes do potencial vetor elétrico Í , e os termos bj , c J. , 
d J., lj e V foram apresentados no capítulo anterior. Os nós referentes aos índices j, e 
jz foram apresentados na Tabela 2.1. 
3.2.1 Potencial vetor elétrico 
Através da equação (35) obtém-se uma boa convergência do sistema, 
mas necessita-se o conhecimento do potencial vetor elétrico Í. O potencial vetor 
elétrico no domínio de estudo simplesmente conexo Q é obtido da seguinte expressão 
(equação 3.3): 
J - V × T (3.9) 
Aplicando o operador rotacional nos dois lados da equação (3.9), tem-se: 
v×v×T_v×J aim 
Utilizando a formulação fraca e o método de Galerkin, obtém-se: 








<l X š Jfl " .(V×VÍ;;.)dQ)=_ÍV×VÍ7¡.-ÍdQ j=l,nedg (3.l2)
Q 
onde Ti é a circulação do potencial vetor elétrico sobre a aresta i . 
A representação matricial da equação (3. 12) é dada por: 
nedg 
zcy. 1; = D, ¡ z 1,nzz1g (313) 
i=1
_ 
onde CU e Dj são:
35 
ci, =£(v×W,i)-(v×Wj)dQ z~,,~=1,z‹zzâg (314) 
CU : 
czidfz `dz^.Cz'z)<Cjidjz _djicjz)+(dz'.bz'z "bz',dz',)(d¡,b¡2 “bj1djz)+} 
iaj : 1,6 (316) 
( 
' 
'2 _c¡ib¡2 )(bJ'icJ'1 _c.ÍibÍz) 












Dj :_ ~£ízš;¡1:fz:Í¡gc¡3)+ 
']y(dfibfz "b1,dfz)+) 
J. : 176 (317) 
z 11 fz 1. fz 
onde Jx , J Y e Jz são as componentes da densidade de corrente .Í . 
As várias experiências numéricas realizadas demonstraram que a 
condição de fionteira apropriada para (3. 12) é Ê × ñ = 0 na fronteira F . 
3.2.2 Potencial escalar elétrico 
A correta distribuição da densidade de corrente J na bobina é uma 
condição necessária para convergência do sistema. Se esta distribuição não for 
conseguida, é virtualmente impossível encontrar o T correto e por conseqüência 
solucionar-se a equação (3.5). 
A distribuição de .Í , na região da bobina Q,, é obtida através do 
potencial escalar elétrico V em três dimensões com elementos nodais. 








Fig. 3.3 Diferença de potencial. 
Neste caso, a diferença de potencial (Vá - Vb), fará com que nos meios 
de diferentes condutividades o', e az se estabeleçam correntes numa forma que será 
determinada pelo processo de cálculo. 
Utiliza-se também a relação Ê = -VV; e a equação da continuidade 
elétrica (equação 3.2) 
V- Í = 0 (3.18) 
Com a lei local de Ohm 
_. _. J-aE 81% 
tem-se então 
v-õÊ=v-õ(-vx/)=o (320) 
que sob forma explícita é 
Ú' â`\Í â ÔV Ô' ô'V 
âxo-ó'x+ây0-ó°y+âzÓ-ó'z:O (321) 
Utilizando a fonnulação fraca e o método de Galerkin, obtém-se: 
v z v, L, (322)
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6 
W âLi âL¡ âL¡ âLj âLi âL¡ 
âx zf,âx+ây@yây+ âzzfzâz v¡z1o,-o (323) 
onde nno é o número de nós do elemento, Vi é o valor de V no nó í . 
Se tem-se um só meio de condutividade constante, a equação (3.23) se 
W â1,,.âL¡ âL¡âL¡ â1_¡âL¡ 
[ax âx+ây ây+ âz az v,.dQ,_0 (324) 
transforma em: 
(Q 
onde as funções de interpolação Li são dadas por (equação (2.8)): 
L _ 2 _ 1 4 3 25 i I 2 ( ' ) 
A representação matricial da equação (3.24) e':
_ 
IMO 
23,., v, z o fz 1,zmz› (326) 
i=l 
onde a matriz SU é dada por: 
âLi âL. âL¿ âL. âLi âL. _ _ su: ax axu ay ây'+ âz âzfzzsz, z,,z1,mzz› (327) 
OU 
b,bJ. +c,.c¡ +d¡d¡ 
_ _
' 
SU. = T 1,] = 1,4 (328) 
_.~ A obtençao de V nos pennite chegar à E e, através da lei de Ohm 
(equação (3.l9)), pode-se obter .Í . 
Portanto o método proposto consiste de:
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a) tendo V , a densidade de corrente J é calculada através da equação (3. 19); 
b) com .Í , o potencial elétrico Í é obtido através da equação (3.12); 
c) com Í , a equação (35) pode ser resolvida. 
3.3 o MÉToDo DE FuJ|wARA
~ 
O método desenvolvido por Fujiwara et all [34,37,38] é específico 
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z x I 
( 1,0) (OJ) E 
El bobina 
Fig. 3.4 Bobina com núcleo de ar.
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A Fig. 3.5 apresenta um quarto da bobina mostrada na Fig. 3.4. Nos 
elementos localizados segundo as direções Ox e Oy, I tem somente uma componente 
(segundo x ou y), e satisfaz a equação (3.2). Para promover a continuidade da 
densidade de corrente nos elementos do “canto” da bobina, utiliza-se as seguintes 
equações [38]: 





.ly z %~°*'7»- (330) 
onde (x,y) são as coordenadas do baricentro de cada tetraedro e DW Doy e W são
y 
Canto da bobina 
(Xi,yi) 
Baiicentro do 






definidos na Figura 3.5. 
D0x ._.__í_.?____. 
y _¿__‹ XW 
Fig. 3.5 Um quarto da bobina com núcleo de ar.
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Portanto a equação (1.36) para o “canto” da bobina da Figura 3.5, toma- 
se: 
FJ. =IVÍ7j-(Jxi.+JyÍ)dQ j=l,nedg (331) 
Q . 
OU 
F] = ;¡¿'lÍ_'](D0× "V-;)(b¡, 
_'bi,) 
+ J(D0y _);g(Ci, _ci¡)\} J_:1,6(3.32) 
onde bi e ci foram definidos no capítulo anterior. Os nós referentes aos índices i, e i, 
foram apresentados na Tabela 2.1. 
3.4 coNcLusÃo 
Neste capítulo foram apresentado dois métodos utilizados neste trabalho 
para promover a continuidade da densidade de corrente de magnetização. O método 
proposto para magnetostática é baseado nos potenciais vetores elétrico e magnético com 
elementos de aresta e no potencial escalar elétrico com elementos nodais. Mostrou-se 
também a metodologia utilizada na implementação do método de Fujiwara et all 
[34,37,38] para elementos tetraédricos. 
No próximo capítulo será apresentado o altemador síncrono com polos 
do tipo “garra”, com atenção especial ao cálculo das grandezas características da 
máquina.
cixaíruno 4 
ALTERNADQR síNcRoNo com Po|_os oo T|Po 
“GARRA” 
4.1 |NTRoDuÇÃo 
Neste capítulo é apresentado o altemador síncrono com polos do tipo 
“garra”, utilizado como gerador elétrico em automóveis. 
Inicialmente, a geometria da máquina síncrona com polos do tipo 
“garra” é fomecida. Em seguida, são revisadas as formulações para o cálculo do fluxo, 
da força eletromotriz e reatâncias síncronas para este tipo de altemador. 
4.2 oEo|v|ETR|A DA |v|ÁQu|NA 
A característica principal da geometria da máquina síncrona com 
“garras” reside na forma não convencional de seu rotor. A Fig. 4.1 mostra o estator e o 
rotor do altemador sincrono. O rotor é totalmente sólido e as peças polares que possuem 
a forma de “garra” se alternam na sua superficie. O rotor comporta um enrolamento de 
campo que possui uma “direção” transversal em relação aos enrolamentos estatóricos. A 
máquina elétrica possui quatro pares de polo. 
O estator, similar aos utilizados em máquinas síncronas convencionais, é 
composto de um circuito magnético laminado e de um enrolamento trifásico. Este estator 
possui 24 ranhuras, e têm uma ranhura por polo e por fase. No veículo o enrolamento 
trifásico é conectado a uma ponte retificadora para carregar a bateria. 
Caminho do fluxo - O fluxo flui axialmente ao longo do núcleo do rotor, sobe para 
“garra” 1 (Fig. 4.2), entra no estator, move-se ao longo da flange e dos dentes atravessa
o entreferro indo para a “garra” oposta (“garra” 2) e retoma ao núcleo. 
9 K .Ú 





Fig. 4.2 Rotor do alternador síncrono. 
4.3 GRANDEZAS cARAcTERísT|cAs DA |v|ÁQu|NA 
4.3.1 Fluxo e força eletromotriz 
O fluxo magnético é calculado através da seguinte expressão [33]
onde 
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W ozš-íÁ(Ã-ñ0)âoC (4.1) 
<I>=ne'!Ê-dš=ne_!(V×Ã)~d.§=ne_[Ã-dí (42) 
como dÍ = dlño , então 
‹i›=- Ã-fi0)d1se =šflƒ(Ã-fi0)âQc (43) 




onde S, é a área da seção transversal do enrolamento, ñ., é o vetor que indica a direção 
da corrente e n 
*N 
é o número de espiras. Como o potencial vetor magnético no elemento é 















<1> = »ñ0)z1Qc (45) 
~. 
Aplicando a fonnula de integração apresentada na equação (228), obtém-se: 







onde nox, noy e noz são as componentes do vetor ñu, e bi, ci e di foram definidos no 
capítulo 2. 
A força eletromotriz a vazio, admitindo-se uma distribuição senoidal do 
fluxo, nas bobinas do induzido é obtida através da seguinte expressão:
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ƒem=jnew<I>=jne27r(I> (4.7) 
onde w e' a pulsação angular, j '= «/~ 1 , f e' a freqüência e <I> é o fluxo gerado pelo 
enrolamento decampo excitado.
~ O valor máximo da tensao senoidal induzida vale: 
femMax : 2a' ne 
onde <I>Mu é o fluxo máximo. 
4.3.2 Reatâncias síncronas 
As máquinas síncronas com polos salientes são caracterizadas por um 
circuito magnético variável segundo a posição relativa entre estator e rotor. Devido a 
este fato estas máquinas são normalmente representadas por dois circuitos magnéticos, 
um no eixo direto e o outro no eixo em quadratura. Por questão de facilidade de 
representação, a Figura (4.2) apresenta o eixo direto e o eixo em quadratura de uma 
máquina sincrona com polos salientes convencional com quatro polos. 
Eixo direto 
_ 





D O Ú 
Fig. 4.2 Eixos direto e em quadratura. 
O cálculo das reatâncias síncronas X d e X q da máquina sincrona com 
“garras” é realizado através da construção de dois modelos (duas posições relativas entre
45 
rotor e estator). Um modelo para obtenção do fluxo <D,, em relação ao eixo direto, e 
outro para obtenção do fluxo (Dq em relação ao eixo em quadratura. As Figuras (4.3) e 
(4.4) apresentam exemplos de dois circuitos magnéticos em duas dimensões para 
máquina síncrona convencional apresentada na Figura (4.2). 
.im 




F ig. 4.4 Modelo para obtenção de (Dq.
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As indutâncias L, e Lq e reatâncias X ,, e X q relativas aos eixos direto e 
em quadratura são dadas pelas seguintes expressões: 
Li = %<1>.z (49) 
n€ 
Lq = 7‹1>,, (4.1o) 
Xd = wLd (4.11) 
Xq =wLq (412) 
onde (D, e (Dq são os fluxos segundo os dois eixos, I é a corrente e w = 2fz f onde f e' 
freqüência de operação. 
4.4 CONCLUSÃO 
Neste capítulo apresentou-se altemador síncrono com polos do tipo 
“garra”, destacando a maneira pela qual as grandezas características da máquina são 
calculadas. 
No próximo capítulo serão descritos alguns aspectos computacionais 




Neste capítulo são apresentados alguns aspectos relativos à 
implementação dos programas computacionais. 
Inicialmente, a subdivisão dos elementos base, utilizados na construção 
da malha de elementos finitos, são apresentadas na seção 5.2. Em seguida, na seção 5.3, 
apresenta-se a maneira pela qual são definidas as direções das funções de forma. 
A estrutura simplificada dos programas é apresentada na seção 5.4 e a 
estrutura de dados utilizadas nestes programas na seção 5.5. Finalmente, as entradas de 
dados para as fontes de excitação são apresentadas na seção 5.6. 
5.2 ELEMENTOS BASE 
A teoria desenvolvida nos capitulos precedentes utiliza o tetraedro como 
elemento finito 3D. Entretanto, neste trabalho são utilizados o hexaedro e o pentaedro 
como elementos base na constmção da malha (Anexol). Para promover a continuidade 
da malha os elementos base sofrem duas subdivisões. 
5.2.1 Hexaedro 
A subdivisão do hexaedro em cinco tetraedros é feita da seguinte 
maneira: 
a- Primeira divisão (Fig._(5. 1 1) E
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Na primeira divisão os tetraedros são formados pelos seguintes nós: 
l,4,5,2 - 4,8,5,7 - 2,3,4,7 - 2,5,6,7 - 2,7,4,5. 
Fig. 5.1 Primeira divisão - hexaedro. 
b- Segunda divisão (F ig._{_ 5.21) 
Na segunda divisão os tetraedros são formados pelos seguintes nós: 
5,8,6,l - 8,7,6,3 - 4,1,3,8 - 1,2,3,6 - 1,6,3,8.
v 
. . p 1 X 
Fig. 5.2 Segunda divisão - hexaedro. 
5.2.2 Pentaedro 
I'IIaI'lCll'aÍ 
A subdivisão do pentaedro em três tetraedros é feita da seguinte
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a- Primeira divisão (Fig. (53)) 
Na primeira divisão os tetraedros são formados pelos seguintes nós 
2,6,5,3 - 1,5,4,3 - 1,2,5,3.
6 
2 a 
Fig. 5.3 Primeira divisão - pentaedro. 
b- Segunda divisão (Fig. (5.4)_)
~ Na segunda divisão os tetraedros sao formados pelos seguintes nós 





Fig. 5.4 Segunda divisão - pentaedro.
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5.3 DIREÇAO DAS FUNÇOES DE FORMA 
Para assegurar a continuidade tangencial do potencial vetor (seção 2.4) 
e' necessário definir uma direção para as funções de forma na malha de elementos finitos. 
A direção de cada função por aresta na malha de elementos finitos é obtida através da 
comparação entre as direções das arestas de cada elemento com a direção das arestas 
definidas em um elemento de referência [46]. Se a direção de qualquer umas das arestas 
do elemento comparado não tem a mesma direção que a sua respectiva aresta no 
elemento de referência, a função de forma para aresta é multiplicada por -l. Por 
exemplo, se a direção da aresta 1 no elemento comparado for do nó 2 para o nó l a 
função de forma para aresta l é multiplicada por -1.
u 
1 
ARESTA DIREÇAO n em-__ 
Y 3 1 




6 4 n2í~ n3 
5 n2í›n4 
n2 4 n3 6 n3 *~ n4 
nl - nó do elemento 
Fig. 5.5 Elemento de referência. 
5.4 ESTRUTURA DOS PROGRAMAS 
Os programas para cálculo de campos eletromagnéticos utilizando o
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método de elementos finitos, são normalmente, separados em , no mínimo, três módulos 
distintos [l]. 
5.4.1 Pré-processador 
Neste módulo, de grande interação com o usuário, é introduzida a 
' 
¬. 
geometria do problema. Descrevem-se as características dos materiais magnéticos, a sua 
distribuição, especificam-se as condições de contomo, as fontes de corrente, as 
condições iniciais, etc. Ainda nesta etapa, a malha de elementos finitos é gerada por um 
programa malhador. No nosso caso, esta geração não é totalmente automática, isto é, o 
utilizador deve fomecer uma série de parâmetros para auxiliar o gerador. 
' O módulo pré-processador pennite, também, a visualização da estrutura 
geométrica do problema. Se houver algum problema, na maior parte dos casos, ele é 
facilmente detectável por inspeção visual. 
5.4.2 Processador 
O módulo processador não possui praticamente nenhuma interação com 
o usuário. Ele simplesmente lê a estrutura de dados gerada pelo pré-processador, calcula 
a matriz do sistema, resolve o sistema de equações e grava os resultados obtidos. Isto é, a 
sua estrutura é seqüencial e completamente automática. 
5.4.3 Pós-processador 
Neste módulo exploram-se os resultados obtidos pelo processador. Os 
resultados são apresentados de forma gráfica (traçado dos vetores de campos, corrente 
induzidas, induções, etc) ou sob forma numérica (valores de campos, indutâncias, etc).
5.4.4 Fluxograma dos programas 
Mostra-se abaixo, sob forma de fluxograma o funcionamento do sistema 
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EFCP - módulo pré-processador em coordenadas cilíndricas. 
FEER - módulo pré-processador em coordenadas cartesianas.
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Processadores 
EF CSTA - módulo processador para problemas magnetostáticos. Neste módulo é 
utilizado somente a formulação potencial vetor magnético. 
EFCSTT - módulo processador para problemas magnetostáticos. Neste módulo é 
utilizado as formulações potencial vetor elétrico e magnético com elementos de aresta e a 
formulação potencial escalar elétrico com elementos nodais. 
EFCET - módulo processador para problemas com correntes induzidas. 
Pós-processador 
EF CG - Neste módulo é feito o tratamento gráfico do problema, juntamente com o 
cálculo das grandezas ñsicas solicitadas pelo usuário. 
5.5 ESTRUTURA DE DADOS 
A estrutura de dados em um programa de elementos finitos é 
extremamente importante, pois a eficácia dos algoritmos utilizados está intimamente 
relacionada com ela. 
Nesta seção apresenta-se a estrutura adotada. A seção é dividida em 
duas partes: na primeira, apresentam-se os dados gerados pelo pré-processador que são 
utilizados pelos módulos seguintes; na segunda, a estrutura de dados do processador. 
5.5.1 Estrutura de dados gerada pelo pré-processador 
O pré-processador gera uma série de tabelas que descrevem a topologia 
e geometria do problema a ser resolvido. As principais variáveis escalares são:
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Variáveis escalares Significado 
NEL Número de elementos 
NNO Número de nós 
NTX, NTY, NTZ Número de divisões segundo x, y e z 
IR Número da região 
FATUL Metro, milímetro. .. 
Os principais arranjos são: 
Arranjos Significado 
XCOR(NNO),YCOR(NNO),ZCOR(NNO) Coordenadas dos nós 
KTRI(N`EL,J) J=1,4 Nós do elemento 
KTRI(NEL,5) Número do material 
ID1R(J),POT(J) J=l,6 Condições de fronteira 
NSOU(NEL) Indica se o elemento possui ou 
não corrente 
5.5.2 Estrutura de dados gerada pelo processador 
Além dos dados gerados pelo pré-processador, o processador gera e
utiliza alguns dados adicionais. As principais variáveis escalares são:
« 
Variáveis escalares Significado 
' NELH Número de elementos (hexaedro) 
NEDG Número de arestas 
NELZ Número de elementos (bobina) 
NOZ Número de nós (bobina) 




W1(J), wJ(J), WK(J) J=1,õ 




Contribuição dos elemento 
Jacobiano 
Funções de forma vetoriais 
Rotacional das funções de forma 
Potenciais nas arestas 
Nós dos elemento (bobina) 
Potenciais nos nós
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5.6 ENTRADA DE DADOS 
Nesta seção apresenta-se o modo pelo qual é feito a entrada de dados 
para os métodos que promovem a continuidade da corrente de magnetização. 
_ 
No método proposto neste trabalho, as fontes de excitação são as 
condições de fionteira (tensões) impostas nas bobinas. Neste método, o usuário têm 
apenas que informar os valores das tensões e as fronteiras (planos) onde são aplicadas. 
No caso da Fig. 5.7 as tensões aplicadas são de 20V e OV e os planos são 




zzz áiinf M ll t 
V front
Y 
x É A downz 20V 
F ig 5. 7 Entrada em tensão. 
No método de Fujiwara et all [34,37,38] a fonte de excitação e' a 
densidade de corrente imposta na bobina. Neste método o usuário têm de informar: as 
direções da corrente nas partes retas da bobina, os “cantos” e os planos de entrada e 
saída da corrente. Por exemplo, na Fig. 5.8 as direções da correntes nas partes retas (I e 
-› _. -› _. _. -° 
2) são respectivamente (Oi + lj + Ok) e (- li + Oj + Ok). No “canto” da bobina a 




















F ig. 5.8 Entrada com densidade de corrente. 
Do exposto acima conclui-se que o método de F uj iwara, além de ser um 
método específico para este tipo de bobina (com seção transversal retangular), é 
relativamente menos “amigável” que o método proposto, em relação ao usuário (devido 
sua entrada de dados). 
5.1 coNc|_usÃo 
Neste capítulo descreveu-se alguns aspectos computacionais usados nos 
programas desenvolvidos neste trabalho. As subdivisões dos elementos base (hexaedro e 
pentaedro), utilizados na construção da malha de elementos finitos, foram apresentadas. 
É interessante ressaltar a introdução neste trabalho de um conceito de direcionamento de 
arestas. Destacou-se também as entradas de dados para os métodos que promovem a 
continuidade da corrente. 
No próximo capítulo serão apresentados e comentados os resultados que 
validaram as formulações apresentadas nos capítulos anteriores.
cnpíruno e 
RESULTADOS E COMPARAÇÕES 
6.1 |NTRoDuçÃo 
Neste capítulo serão apresentados os resultados obtidos com o sistema 
computacional desenvolvido utilizando as fonnulações apresentadas nos capítulos 
anteriores, e denominado FEET (Finite Edge Element Tetrahedral :> 3D). Inicialmente, 
os resultados obtidos através do FEET serão comparados com os resultados de dois 
programas já validados, o FEECAD (Finite Edge Element Computer Aided Design :> 
3D), e o EFCAD (Eletromagnetic Field Computer Aided Design :> 2D) desenvolvidos 
no GRUCAD (Grupo de Concepção e Análise de Dispositivos Eletromagnéticos). Em 
seguida, são realizados os cálculos, analítico e numérico, da força no entreferro de um 
contator. Neste exemplo utiliza-se a formulação de Fujiwara et all [39] para elementos 
tetraédricos. Posterionnente, para comprovar a continuidade da corrente de 
magnetização, através do método proposto neste trabalho, três exemplos numéricos são 
apresentados. Finalmente, apresenta-se os resultados numéricos e experimentais obtidos 
para o altemador síncrono com polos do tipo “garra”. 
6.2 ESTRUTURA EM FORMA DE CUBO 
O objetivo deste exemplo é verificar a consistência da formulação 
estática implementada no programa FEET. A estrutura em forma de cubo é apresentada 
na Fig. 6.1. A condição de fronteira É-ñ= 0 é imposta na fronteira do domínio de 
estudo. A permeabilidade magnética- considerada é a permeabilidade do ar 
(,u0 =4zr-10” H/m), e a densidade de corrente utilizada na simulação é 
Í = -50/E A/mm2 .
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Esta estrutura tem um caráter bidimensional. Contudo, do ponto de vista 
numérico, ela pode ser estudada como um problema tridimensional, porque mesmo com 
a densidade de con'ente paralela aos lados do cubo, o potencial vetor não é 
necessariamente paralelo a densidade de corrente. 
30cm 40cm 30cm Im Q---H--H-it 11---_------7 
30 cm 
L L 30 cm X Z *4 *#1 
F ig. 6.1 Estrutura em forma de cubo. 
As malhas correspondentes aos programas são apresentadas nas F igs. 6.2, 6.3 e 6.4. 
`/ 5!. ” \ _ ,V 
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Fig. 6.2 Malha FEET (135 elementos - 252 arestas - 64 nós).
X Í\ Í* 
sx 
,\ àsE 

















É/1 WÉ \ K/ 
1/ 
Fig. 6.3 Malha FEECAD (27 
/4 Í É Í À/ k/ l/ 
elementos - 144 arestas - 64 nos) 




As induções magnéticas calculadas nas retas com posições 
(xl = 0, y, = sozzm, z, = soam e xz =1oocm,y2 = soam, z, = socm z-› 3D) e 
(xl = 0, yl = 50cm e xz = 100cm, yz = 50cm |-› 2D) são apresentadas nas Figs. 6.5, 6.6 
e 6.7. 
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Fig. 6.5 Indução magnética EFCAD. 
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Fig. 6. 7 Indução magnética FEET. 
Neste primeiro exemplo, de caráter didático, pode-se extrair que as 
ferramentas computacionais implementadas conduzem a resultados coerentes. É 
interessante ressaltar, que para este caso, o número de iterações do método de resolução 
do sistema matricial (ICCG) para os programas FEET e FEECAD foram 10 e 8 
respectivamente. Isto se deve ao maior número de arestas incógnitas geradas pela 
discretização do domínio de estudo com elementos tetraédricos (F EET- 90 e F EECAD- 
36). As arestas com potencial imposto são retiradas do sistema matricial a ser resolvido. 
6.3 ESTRUTURA com |MÃ 
O objetivo deste exemplo é validar a formulação com imãs pennanentes 
implementada no sistema FEET. A estrutura magnética contendo um imã permanente é 
-› 
apresentada na Fig. 6.8. A indução remanente considerada no imã é de ljT, e a 
condição de fronteira É - ñ = 0 é aplicada na fronteira do domínio.
20 cm Hí-b-I 
20cm #¡~=1000 
H :- mm z~ uma 









¡ z H PH >'‹< H-1 H 
20 cm 40 cm 20 cm 5 cm 
F ig. 6.8 Estrutura com ima. 
As malhas relativas aos três programas são apresentadas nas F igs. 6.9, 6.10 e 6.1 1
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Fig. 6.12 Indução magnética FEE II 
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Fig. 6.14 Indução magnética EF CAD. 
Neste exemplo nota-se que os valores de indução magnética obtidos, 
através dos três programas, apresentam uma boa concordância. É interessante observar 
que, neste caso, o tempo de processamento dos programas FEET e FEECAD foram de 
60 e 20 segundos respectivamente. O maior tempo de processamento do programa 
FEET é devido ao maior número de incógnitas. O número de iterações do método ICCG 
para os programas FEET e FEECAD foram 45 e 19, e o número de arestas incógnitas 
foram 5919 e 2795. 
6.4 ELETRo||v|Ã 
O objetivo deste exemplo é comprovar a consistência da formulação de 
Newton-Raphson implementada no programa FEET. A estrutura a ser analisada, neste 
exemplo, é o eletroimã apresentado na Fig. 6.15 (a). A densidade de corrente utilizada 
_. _. 2 na simulação é de J = 7k A/ mm _ O dispositivo eletromagnético com esta densidade de 
corrente imposta, aliado a escolha do material permitem, propositalmente, colocar em 
evidência o fenômeno de saturação magnética. Utiliza-se neste caso não linear a
formulação de Newton-Raphson. A condição de fronteira Ê-ñ= 0 é aplicada na 
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Fig. 6.15 (b) Curva Ê(ÍÍ) para 0 ferro.







Fig. 6.16 Malha EFCAD(7 7 elementos - 96 nós). 
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Fig. 6.1 7 Malha FEECAD (300 elementos - 1244 arestas - 480 nós).
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Fig. 6.18 Malha FEET (1540 elementos - 2317 arestas - 480 nós). 
As induções magnéticas calculad as nas retas com posições 
(x, = 50.5mm,y, = 0, 2, = 0mm e - x2 _ 5O.5mm,y2 = 100 mm, :-2 = Omm |-› 3D) 6 
(xl =50.5mm,y1 = O e xz =100mm,y2 =90mm I-›2D) sã d o emonstradas nas Figs. 
6.19, 6.20 e 6.21. 
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Fig. 6.20 Indução magnética FEECAD. 
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Fig. 6.21 Indução Magnética FEET.
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A eficácia do método de Nevvton-Raphson, implementado no programa 
FEET, pode ser comprovada através da boa concordância entre os valores de indução 
magnética obtidas nos três programas. O sistema não linear convergiu para os programas 
FEET e FEECAD após 21 e 15 iterações respectivamente. Sendo para o programa 
FEECAD 3 iterações por aproximações sucessivas e 12 por Newton-Raphson. Para o 
programa FEET 6 iterações por aproximações sucessivas e 15 por Newton-Raphson. A 
Tabela 6.1 apresenta a característica de convergência dos dois programas para o método 
de Newton-Raphson. 
... .p .. 




0.9250 e-1 0.7894 e-1 
0.6785 e-1 0.5297 e-1 
0.4833 e-1 0.3294 e-1 
0.3334 e-1 0.1885 e-2 
9 0.2315 e-1 0.9875 e-2 
10 0.1542 e-1 0.4735 e-2 
11 0.9764 e-2 0.2082 e-2 
12 0.5784 e-2 0.8383 e-3 
13 0.3232 e-2 
14 0.1649 e-2 
. .--..9-7755 ° 3 
OO\IO\U1-|äUJl\) 
Tab. 6.1 Característica de convergência (FEET e FEECAD). 
O erro indicado na tabela 6.1 corresponde a relação entre o somatório dos resíduos das 
equações do sistema linear e o somatório dos vetores do lado direito (tennos fontes).
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6.5 CONTATOR 
O objetivo deste exemplo é comprovar a consistência da: 
- formulação de Fujiwara para promover a continuidade da corrente de magnetização 
com elementos tetraédricos; 
- fonnulação para o cálculo da força implementada no programa FEET; 
- fonnulação para correntes induzidas implementada no programa FEET. 
Contatores são amplamente utilizados em aplicações elétricas. Seu 
circuito magnético é composto por um núcleo de ferro laminado com dois tipos de 
enrolamentos elétricos. O primeiro tem um grande número de condutores finos; o 
segundo é um anel condutor grosso (anel de curto-circuito), onde as correntes são 
induzidas. A estrutura a ser empregada neste exemplo é mostrada na Fig. 6.22. 
Inicialmente é feito o cálculo analítico da força no entreferro através do tensor de 
Maxwell. Em seguida, o cálculo numérico da força é realizado através do programa 
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6.5.1 Cálculo da força 
6.5.1.1 Cálculo analítico 
Nesta seção será realizado o cálculo aproximado da força no entreferro 
do contator. Antes de abordar este problema se fará algumas observações: 
- Considera-se ,uf >> ,ao (¡1¡- permeabilidade no ferro). O campo no ferro é desprezível 
em relação aos campos nos entreferros. 
- Os campos nos entreferros é considerado constante, isto é, sem espraiamento nas 
bordas dos mesmos. 1 
Da equação da circulação de campo, tem-se: 
_. -z ÇH-d1-rz1 (ó.1)
I 
onde n é o número de espiras; I a corrente e I o caminho de circulação. 
Considerando que o ferro tenha uma penneabilidade infinita, então tem- 
se: 
Hi e+Hz e=n1 (6.2) 
H1e+H3e=nI (6.3) 
onde e é o comprimento do entreferro. 
Como tem-se duas equações e três incógnitas deve-se procurar, na condição de 






onde <I> édado por CD- B-S e 
OU 




HS -H S 11 33 HZ- S2 
HI = 
nI(S3 + S2) 
z(s, + S, + S3) 
S, = 171,6 mmz 
S2 = S3 = 140,25 mm2 
e = 2 mm 
nl = 844 Aespira 
H, = 261.824,82 A/m 








Como a peça móvel só terá forças não nulas no entreferro, então: 
1125 F,=¿"%=7,39N (6.10) 
Hzs fgzí-22-2=2,2óN=F, (6.11) 
A força resultante é: 
F,=F1+F2+F¿,=1l,91N (6.l2) 
6.5.1 .2 Simulação 
Devido a simetria da estrutura eletromagnética, apenas a metade da 
estrutura do contator (Fig. 6.23) é utilizada no cálculo da força. Sendo É-ñ=0 a 
condição de fronteira aplicada, e 
_ 344 A J=17×6'8_ 1.3 Ánmz (ó.13) 
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Fig. 6.23 Metade da estrutura da contator.
entrefen'o 
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F ig. 6.24 Malha FEET (6000 elementos - 8252 arestas - 1 5 73 nós). 
A Tabela 6.2 apresenta os valores, numérico e analítico, da força no 
Analítico FEET 
Força (N) 11,91 11,490 
Tabela 6.2 - Força no entreferro.
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6.5.2 Correntes induzidas 
Neste exemplo um anel condutor é inserido nos dentes do entreferro do 
contator apresentado na Fig. 6.23. 'O sinal de entrada na bobina e as curvas dos módulos 
das densidades de corrente induzidas, calculadas no ponto (1825 mm,l2.l5mm,14.3 mm), 
no anel condutor, são apresentados nas F igs. 6.25 e 6.26 respectivamente. O tempo total 
da simulação foi de O.1s e o passo de cálculo de 0.0ls. 
J (àfzmëy 
7.3 - - 
















[I 0,05 0.1 0.15 T(s) 
Fig. 6.26 Correntes induzidas no anel condutor (FEET e FEECAD).
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As distribuições dos vetores representando a densidade de corrente 
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F ig. 6.27 Densidade de corrente induzida. 
A eficácia dos procedimentos de cálculo pode ser novamente Verificada 
comparando-se os resultados analítico e numérico da força apresentado na Tabela 6.2. 
Através dos resultados obtidos (gráficos e numéricos) pode-se também concluir que o 
método de Fujiwara et all [39] apresenta bons resultados quando utilizado com 
elementos tetraédricos. Apresentou-se também, neste exemplo, o cálculo das densidades 
de corrente induzida no anel condutor. Pode-se observar que as curvas das densidades de 
corrente induzida obtidas através dos programas FEET e FEECAD apresentam uma boa 
concordância. Estas correntes aparecem no sentido de criar um campo que se oponha a 
variação do campo criado pela bobina. Este tipo de simulação é dificilmente feito por um 
método analítico. É interessante ressaltar que o FEECAD é um programa que já foi 
validado através dos problemas 10,13,2O e 21 do Team Workshop [l]. 
6.6 BOBINA DE FORMA CIRCULAR 
O objetivo deste exemplo é verificar a consistência da aproximação 
proposta numa bobina de forma circular. A Fig. 6.28 apresenta uma estrutura magnética
3
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contendo uma bobina de forma circular. As tensões (20V e OV), aplicadas com condições 
de fronteira na bobina, são também apresentadas. A condição de fronteira É-ñ = 0 é 
imposta na fi'onteira do domínio de estudo. O exemplo é solucionado em duas dimensões 
(axi-simétrico) pelo programa EFCAD, e em três dimensões pelo programa FEET 











Fig. 6.28 Estrutura magnética com uma bobina deforma circular. 
Os valores de indução magnética (2D e 3D), calculados na linha entre os 























0.00 Úzflf 0.04 O-UÍ Úúfifl 0-10 
Fig. 6.29 Valores de indução na linha entre os pontosA e B. 
As curvas de indução magnética obtidas através dos dois programas
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apresentam uma boa concordância. As pequenas diferenças são, na maior parte, causadas 
pelas malhas diferentes. 
6.7 BOBINA COM DIFERENTES SEÇÕES TRANSVERSAIS 
O objetivo deste exemplo é comprovar, através da aproximação 
proposta, a continuidade da corrente de magnetização numa bobina com diferentes 
seções transversais. A Fig. 6.30 apresenta uma estrutura magnética contendo uma bobina 
com diferentes seções transversais (sendo que a seção da região 2 é maior que as seções 
das regiões 1 e 3). A Fig. 6.31 mostra os vetores representando as densidades de corrente 
nos elementos que constituem a bobina. Por facilidade de visualização somente a vista 
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F ig. 6.31 Vetores densidade de corrente. 
A continuidade da corrente de magnetização é calculada e testada 
através da lei de Àmpere: 
1_§3H-dL (6.14) 
onde a integração é realizada dentro de um caminho fechado L. 
As integrações são feitas ao redor das regiões 1, 2 e 3 (demonstradas 
pelas linhas pontilhadas na Fig. 6.30). Devido a continuidade da corrente, o valor final 
das integrais nas três regiões deve ser o mesmo. A Tabela 6.3 apresenta os valores de 
corrente obtidos através das integrações realizadas nas três regiões.
82 




Tabela 6.3 - Valores de corrente. 
Nota-se através dos resultados apresentados na Tabela 6.3 que os valores 
de corrente obtidos apresentam uma boa concordância. As pequenas diferenças entre os 
resultados são devidos principalmente a malha. É interessante ressaltar também neste 
caso a distribuição consistente dos vetores densidade de corrente na bobina (Fig. 6.31). 
Portanto, os resultados gráfico e numéricos demonstram a efetividade do método 
proposto em relação a continuidade da corrente de magnetização. 
6.8 SEÇÃO DE UM DISPOSITIVO ELETROMAGNÉTICO 
O objetivo deste exemplo é demonstrar que, através do método proposto, 
pode-se utilizar a densidade de con'ente imposta na bobina como fonte de excitação. A 
estrutura mostrada na Fig. 6.32 é um setor de um dispositivo eletromagnético 
apresentando um entreferro onde encontram-se os pontos A e B. Este dispositivo 
apresenta um enrolamento disposto em duas ranhuras, sendo que a disposição da 
interconexão (“cabeça” de bobina) é mostrado na parte inferior da Fig. 6.32.
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Fig. 6.32 Setor de um dispositivo eletromagnética. 
Como visto no capítulo 3, as fontes de excitação de campo são as 
diferenças de potenciais aplicadas nas bobinas como condições de fi'onteira. Contudo, o 
método também permite que se possa utilizar a densidade de corrente imposta na bobina 
como fonte de excitação. Por exemplo, aplicando-se a diferença de potencial de 
17.3 V apresentada na Fig. 6.33, obtém-se através da solução numérica da equação 
V-VV=o (6.15) 
o seguinte vetor densidade de corrente num elemento da bobina (lembrando que 
Ê:-VVe.Í=o-Ê): 
Í = 1.45s×1o'° Y + 0.00204] + 0003601? (6.16) 
cujo módulo é dado por: 




F ig. 6. 33 Condições de fionteira na bobina. 
Dividindo (6.l6) por (6.l7), obtém-se um vetor unitário na direção do 
vetor .Í 1 
*7 -_' -1 " Wziz-of-ok (óis) 
Neste momento têm-se a liberdade de se impor o módulo da densidade 
de corrente desejada no elemento. Para este exemplo impõe-se a densidade de corrente 
de IOA/mm: _ Portanto, o vetor densidade de corrente para o elemento toma-se: 
_. _. _. -› J-101 0] Ok (6.l9) 
O mesmo procedimento é realizado em todos os elementos da bobina. Na Fig. 6.34 têm- 














._.......,.....r......'. ...Í ...T...... .............. 
_____,____«___._,_ __._... _._-_... .........,,.._.. _. 5...... - 
000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 
A Fig. 6.35 apresenta os vetores representando as densldades de 







Fig. 6.35 Vetores densidade de corrente.
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6.9 ALTERNADQR síNcRoNo 
O objetivo deste exemplo é demonstrar a efetividade da aproximação 
proposta através de um dispositivo magnético real, o altemador síncrono com polos do 
tipo “garra”. Somente um sistema de cálculo de campo tridimensional é capaz de simular 
esta máquina, devido a geometria das “garras” e da pequena relação entre o 
comprimento axial e o diâmetro do estator. 
Este tipo de dispositivo é caracterizado por um circuito magnético 
variável dependendo da posição relativa entre rotor e estator. Devido ao método proposto 
neste trabalho ser para magnetostática, não serão levados em consideração, na simulação 
da máquina, as correntes de Foucault que se desenvolvem nos polos do rotor e nas 
lâminas do estator. 
O cálculo das indutâncias L, e Lq são realizados através da construção 
de dois modelos. Estes modelos são obtidos através do posicionamento do rotor (sem 
corrente no enrolamento de campo) segundo os dois eixos. Na obtenção dos resultados, 
numéricos e experimentais, considerou-se que duas fases do estator estão em série e são 
alimentadas por uma corrente constante [41]. 
A máquina síncrona possui um plano de simetria geométrico e 
eletromagnético, portanto o domínio de cálculo pode ser simplificado para um polo. A 
Fig. 6.36 apresenta o domínio de estudo e a correspondente distribuição de fluxo quando 
o rotor está na posição de quadratura. A condição de fronteira É -ñ = 0 foi imposta na 
fronteira do domínio de estudo. A Fig. 6.37 mostra a malha utilizada neste caso. A 
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Indutância Numérica Medida 
L.: (mH) 1.149 1.167 
Lzz WH) 0.630 0.671 
Tabela 6.4 - Indutâncias. 
As reatâncias X ,, e X q segundo os dois eixos para uma fieqüência de 60 
Hz é apresentado na Tabela 6.5. 
Reatância Numérica 
Xi (Ohms) 0.433 
Xzz (Ohms) 0.237 
Tabela 6.5 - Reatâncias. 
Devido a sua construção, os efeitos das “cabeças” de bobinas neste tipo 
de dispositivo são bastantes pronunciados. A Fig. 6.38 mostra as direções dos vetores 
representando a corrente em duas fases conectadas em série, incluindo as “cabeças” de 
bobinas. A resistência das fases em série é de 3!), e a corrente utilizada no ensaio e na 








F ig. 6.38 Vetores densidade de corrente. 
A tensão estabelecida em uma fase do estator a vazio é calculada 
utilizando o valor do fluxo máximo (equação 4.8), quando somente o enrolamento de 
campo do rotor é alimentado. Assumindo uma distribuição de fluxo senoidal, os valores 
de tensão, medidos e calculados, são apresentados na Tabela 6.6. O número de espiras da 
bobina do rotor é 540. 
Tensão Numérica Medida 
f€m(V) 8.21 8.85 
Tabela 6.6 - Tensões.
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A Fig. 6.39 apresenta o domínio de estudo e a correspondente 
distribuição de fluxo segundo o eixo direto nesta simulação. Com relação as condições 
de contomo para este caso, tem-se a condição É × ñ = 0 nas faces laterais e a condição 
Ê ~ ñ = 0 nas outras faces. 
× \ 
ft, 4 9' `\ 
i\ 
*\ 
rw ea ‹â.\,z; z
×
~ 
Fig. 6.39 Distríbuiçao do fluxo segundo o eixo direto. 
Na Fig. 6.40 é apresentado a distribuição dos vetores representando as 





Fig. 6. 40 Distribuição da densidade de corrente na bobina do rotor.
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Neste exemplo, os resultados obtidos experimentalmente foram 
comparados aos obtidos na simulação. Pode-se verificar a boa concordância entre os 
resultados, o que valida a formulação e os procedimentos infonnáticos implementados. A 
distribuição consistente dos vetores densidade de corrente nas bobinas do rotor e estator, 
condição necessária para convergência numérica, demonstra a efetividade da técnica 
, _ 
proposta. E interessante ressaltar também, os bons resultados obtidos pelo programa com 
um grande número de incógnitas (2lOOO - eixo direto). O número de iterações do 
método ICCG para este caso foi 615. 
6.10 coNc|.usöEs 
Neste capítulo foram apresentados os resultados obtidos com o pacote 
computacional desenvolvido durante a elaboração deste trabalho. 
Várias estruturas eletromagnéticas foram modeladas. Nos três exemplos 
iniciais, foram realizadas comparações entre os programas FEET, FEECAD e EFCAD. 
Através da concordância dos resultados obtidos, pode-se concluir que as ferramentas 
computacionais implementadas apresentaram resultados satisfatórios. No caso do 
contator, outros fenômenos foram modelados de maneira satisfatória como a força e as 
correntes induzidas. Neste caso, comprovou-se que a formulação desenvolvida por 
F uj iwara et all [39] também apresenta bons resultados com elementos tetraédricos. 
Uma verificação colocando em evidência a continuidade da corrente de 
magnetização através do método proposto neste trabalho, foi feita em uma estrutura 
apresentando uma bobina com diferentes seções transversais. Em outro caso, evidenciou- 
se que a densidade de corrente imposta pode ser colocada como fonte de excitação. 
Finalmente, aplicação deste método em uma máquina relativamente 
complexa como o altemador síncrono com polos do tipo “garra”, levando em conta a
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influência das “cabeças de bobinas”, demonstra sua eficiência, verificada pela boa 
consistência entre os resultados calculados e medidos.
CONCLUSÕES FINAIS
~ A comprovaçao das teorias expostas nos capítulos anteriores só foi 
possível através do desenvolvimento de um ambiente informático essencialmente 
direcionado para o método dos elementos finitos, o que é o caso do programa FEET, 
suporte lógico para este trabalho. Este programa utiliza integralmente a base de 
elementos finitos tradicionais (bases de dados e funções de forma), apenas se 
acrescentam as funções de fonna vetoriais e suas respectivas direções para utilização de 
elementos de aresta. Para representação tridimensional das estruturas magnéticas optou- 
se pela utilização de elementos tetraédricos, devido a sua maior adaptabilidade à 
geometrias de forma qualquer. É claro que um malhador genérico 3D será o pré- 
processador mais adequado para o sistema FEET, pois as irregularidades geométricas 
podem ser melhor tratadas com os elementos tetraédricos. 
Inicialmente, apresentou-se alguns conceitos fundamentais utilizados na 
solução de problemas estáticos e quase-estáticos pelo método dos elementos finitos. Em 
seguida, os elementos de aresta tetraédricos, utilizados na discretização do domínio de 
estudo, foram apresentados. Através da utilização destes elementos evitam-se certas 
dificuldades como: perdas de precisão devido aos erros de cancelamento em regiões 
ferromagnéticas, modos espúrios, imposições de calibres, etc. 
Para assegurar a continuidade tangencial do potencial vetor (elétrico e 
magnético) na malha de elementos finitos se fez necessário introduzir um conceito de 
direcionamento de arestas. A eficácia deste conceito foi comprovada através dos 
resultados gráficos e numéricos apresentados no capítulo seis. 
Apresentou-se também, neste trabalho, a metodologia utilizada no 
desenvolvimento de uma técnica para promover a continuidade da corrente de 
magnetização. A técnica é baseada nos potenciais vetores elétrico e magnético com 
elementos de aresta e no potencial escalar elétrico com elementos nodais.
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As experiências numéricas realizadas pennitem que sejam feitas as 
seguintes conclusões com relação a técnica: 
-pode ser usada na análise dos efeitos das “cabeças” de bobinas; 
-pode ser utilizada para alimentação das bobinas com corrente; 
-permite' alimentação de várias bobinas na estmtura a ser simulada; 
-a imposição de calibres é desnecessária; 
-permite encontrar uma distribuição consistente do vetor densidade de corrente na 
bobina, condição necessária para convergência numérica. 
-permite a presença de bobinas dispostas em quaisquer direções em relação aos eixos 
ordenados. 
Diferentes estruturas eletromagnéticas, com graus variáveis de 
dificuldade de modelagem, foram escolhidas para testar a viabilidade e comprovar a 
eficácia das técnicas de modelagem desenvolvidas. '
i 
Vários fenômenos eletromagnéticos presentes em dispositivos de 
conversão de energia foram explorados: saturação magiiética, correntes induzidas, forças 
e continuidade da corrente. 
A 'validação dos meios de cálculo foi efetuada, sempre que possível, 
através da confrontação com resultados experimentais. Os resultados assim obtidos 
permitem que se conclua favoravelmente acerca dos procedimentos de simulação 
propostos, formulados e desenvolvidos ao longo deste trabalho. 
Com o objetivo de dar continuidade ao trabalho, são propostas as 
seguintes aplicações:
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-Das condições de fronteira periódicas e anti-periódicas na análise de campos 
magnéticos tridimensionais por elementos de aresta. A aplicação destas condições de 
fronteira pode reduzir o tamanho do problema e o tempo de processamento [1]. 
-Da técnica da banda de movimento [42]. Através de sua utilização consegue-se, por 
exemplo, obter o movimento do rotor da máquina. O movimento é levado em conta na 
malha de discretização por intermédio de elementos particulares situados no entreferro e 
que efetuam adequadamente a conexão geométrica das partes fixas e móvel, durante o 
processo de cálculo. 
-De uma técnica que pennita o acoplamento das equações de circuitos extemos de
~ alimentacao com as equações de campo. As características dos dispositivos 
eletromagnéticos alimentados por conversores estáticos podem ser obtidas através da 
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E ANEXO 
MALHA COM ELEMENTOS BASE 
__A Fig. A.1 apresenta uma malha subdividida com os elementos base 
(hexaedro e pentaedro). Na construção da malha de elementos finitos, inicialmente, o 
domínio de estudo é subdividido com os elementos base. 
~ 4 
4 3!! ` z vi/â\\\/\ 
Í Pentaedro I Hexaedro
\ “%l°›\ Ú"\\\"\ ii» Hit 
Fig. AI Subdivísão da malha em hexaedros e pentaedros.
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Em seguida, cada elemento base (hexaedro ou pentaedro) é subdividido em elementos 
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Fig. A2 Elementos base subdivididos em tetraedros.
